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Abstrakt
Práce je zaměřena na řešení problémemu určování hodnot a průběhů výsledných vnitř-
ních účinků. Cílem je algoritmizace výpočtu a jeho grafická interpretace. Hlavní důraz
byl kladen na korektnost numerických výsledků a jejich správné vykreslení. Jako vhodný
výpočtový model pro danou úlohu byl zvolen integrální přístup řešení a jeho algoritmi-
zace. Samotný algoritmus programu byl napsán v programovacím jazyce C++. Dále jsou
uvedeny základy z oblasti pružnosti a pevnosti prutů, jejichž znalost je nezbytná pro dané
řešení problému nebo se předpokládá.
Summary
The work is aimed at solution of problem with evaluating the values and courses of resul-
ting inner effects. The goal is to algorithmize the calculation and its graphic interpretation.
The main emphasis was on the correctness of numerical results and their correct depiction.
Integral approach of solution and its algorithmization was chosen as suitable calculating
model for given task. The algorithmus of the program itself was written in programming
language C++. Thereinafter the basis of the sphere of stress and strain analysis in be-
ams, the knowledge of which is neccessary for the given solution of the problem or it is
presumed.
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Seznam použitých zkratek a symbolů
γ označení střednice prutu
σ normálové napětí [Pa]
σx normálová složka napětí [Pa]
τ smykové napětí [Pa]
τxy, τyx smyková složka napětí [Pa]
ψ, ψ1, ψ2 příčný průřez [m2]
ω označení řezu
Π soustava sil [N]
ΠV soustava vnitřních sil [N]
Π1,Π2 soustava vnějších sil [N]
Ω těleso
Ω0,Ω1,Ω3 prvek tělesa
~en jednotkový vektor normály
~et jednotkový vektor v tečné rovině
~f obecné napětí [Pa]
~F síla [N]
~Fn normálová složka síly [N]
~Ft tečná složka síly [N]
~FV silová výslednice [N]
~ı,~,~k jednotkové vektory os x, y, z
~N normálová síla [N]
~M moment [Nm]
~MV momentová výslednice [Nm]
~Mk kroutící moment [Nm]
~Mo, ~Moy, ~Moz ohybový moment [Nm]
~T , ~Ty, ~Tz posouvající síla [N]
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1. Úvod
Pružnost a pevnost je součástí vědního oboru mechaniky poddajných těles a patří k zá-
kladním oborům strojního inženýrství. Vyšetřuje napjatost a deformaci těles působením
vnějších vlivů, případně porušování soudržnosti těles a soustav těles. Poznatky získané
v této oblasti jsou aplikované i v jiných vědních oborech.
Chceme-li určit napětí v tělese, je nutné znát průběh vnitřních sil a momentů v tělese,
jinak řečeno jejich výsledné vnitřní účinky (VVÚ). Z průběhu jednotlivých složek VVÚ
můžeme předpokládat charakter namáhání a zjišťovat kritická místa v tělese. Zvládnutí
problematiky určování průběhů VVÚ patří k nejzákladnějším předpokladům pro řešení
napjatosti a deformace prutů.
Určování VVÚ je jedna ze základních úloh pružnosti a pevnosti prutu. VVÚ jsou
pomocné veličiny, jejichž cílem je určení průběhů jednotlivých složek VVÚ v jakémkoliv
místě prutu a to pomocí analytických vztahů a jejich grafického znázornění.
Pokud je těleso v nezatíženém stavu, atomy vyšetřovaného tělesa nemění svou vzájem-
nou polohu. Můžeme tedy usoudit, že za stále polohy atomů (těleso nemění svůj tvar) jsou
vnitřní síly v tělese nulové. Vysvětlujeme si to tak, že každé dva atomy na sebe působí
stejně velkou silou, ale opačného smyslu. Pokud začne na těleso působit vnější síla, vyvolá
u tělesa změnu jeho rozměrů, také změnu jeho tvaru a objemu. Vlivem vnějších sil se mění
vzdálenosti mezi atomy (těleso mění svůj tvar i objem) a dochází ke změně vzájemného
působení vnitřních sil. Při změně tvaru a objemu tělesa rostou spojitě vnitřní síly. Naší
snahou tedy je zjistit přírustek vnitřních sil.
Pro vyšetřování průběhů VVÚ byla zvolena metoda myšleného řezu a integrální přístup
pomoci níž lze stanovit vnitřní síly a vnitřní momenty jako výslednice napětí v řezu.
Úkolem byla studie výpočetního algoritmu pro VVÚ a úprava tohoto již existujícího
algoritmu, jeho drobná vylepšení, rozšíření a převedení do uživatelsky přívětivého grafic-
kého prostředí. Snaha byla kladena na správnost numerického výsledku a jeho správné
grafické vykreslení. Výsledky byly porovnávány s analytickým výpočtem. Algoritmus byl
převeden do programovacího jazyka C++, který v současné době patří mezi nejrozšířenější
programovací jazyky. Jednotlivé části algoritmu byly následně implementovány pomocí
programu Qt Designer do grafického prostředí programu a následně kompilovány.
Základní předpoklad je řešení v oblasti lineární pružnosti a pevnosti. Práce je výhradně
zaměřena na určování VVÚ pro tělesa typu prut, které se vyznačují řadou omezení a
zjednodušujících podmínek. Jednotlivé podmínky a předpoklady z teorie prutů, vnitřních
sil, VVÚ a možností algoritmu budou dále rozepsány v této práci.
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2. Prvek tělesa a vnitřní síly
V pružnosti a pevnosti je těleso základním útvarem (objektem) a prvek je jeho část.
Prvek tělesa v pružnosti a pevnosti je každá souvislá a principálně oddělitelná část [1].
Přírustek vnitřních sil, které působí proti snaze vnějších sil změnit tvar a rozměr tělesa,
nazýváme v pružnosti a pevnosti krátce „vnitřní sílyÿ [3].
2.1. Prvek tělesa
Prvek tělesa je určen plochou, kterou je oddělen od tělesa. Tato plocha se obvykle ozna-
čuje jako „řez.ÿ Řez může být rovinný nebo obecný. Bude-li řezem rovina, budeme tento
rovinný řez označovat ω. Podle charakteru se mohou vyskytnout různé typy prvků viz.
obrázek 2.1.
Obrázek 2.1: Prvky tělesa. Převzato z [5].
- konečný Ω0 - všechny rozměry jsou konečné
- jednonásobně elementární Ω1 - jeden rozměr je nekonečně malý
- dvojnásobně elementární - dva rozměry jsou nekonečně malé
- trojnásobně elementární Ω3 - tři rozměry jsou nekonečně malé
Geometrický tvar prvku volíme s ohledem na tvar vyšetřovaného tělesa, zvolený souřadný
systém a charakter řešeného problému. Rozměry prvku mohou být buď konečné nebo
u spojitého tělesa nekonečně malé v limitním smyslu (da = lim∆a→0 ∆a) [1].
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2.2. Vnitřní síly
2.2.1. Rovnováha sil
Uvažujeme těleso Ω a soustavu vnějších sil, které jsou v rovnováze. Pak platí, označíme-li
jejich výsledný účinek Π
Π = 0. (2.1)
Řezem ω uvolníme z tělesa Ω prvek Ω01 dle obrázku 2.2. V řezu ω působí část Ω02,
Obrázek 2.2: Rovnováha sil, řez tělesem.
kterou si myslíme odňatu, na uvažovanou část Ω01 vnitřními silami ΠVΩ02 , jenž musí být
v rovnováze se silami vnějšími, působící na část Ω01, označme je Π1. Platí tedy
Π1 + ΠVΩ02 = 0;
z toho plyne separací vnějších a vnitřních sil (princip akce a reakce)
Π1 = −ΠVΩ02 . (2.2)
Podobně můžeme odvodit, že jsou v rovnováze vnější síly Π2, působící na díl Ω02 a
vnitřní síly ΠVΩ01 , nahrazující v řezu ω účinek části Ω01 na část Ω02.
Π2 + ΠVΩ01 = 0
nebo
Π2 = −ΠVΩ01 . (2.3)
Součtem obou rovnic (2.2) a (2.3) dostaneme závislost
Π1 + Π2 = −
(
ΠVΩ01 + ΠVΩ02
)
,
z níž podle původní rovnice (2.1) dosazením za Π do rovnice
Π1 + Π2 = Π
5
vychází
Π1 + Π2 = 0
ΠVΩ01 + ΠVΩ02 = 0
ΠvΩ01 = −ΠvΩ02
a podle (2.2)
ΠVΩ01 = Π1.
Podobně
ΠVΩ02 = Π2.
Vnitřní síly působící na jakýkoliv řez přetvořeného tělesa z jedné strany jsou v rovno-
váze s vnější silami působícími na část tělesa s druhé strany řezu a zároveň ekvivalentní
s vnějšími silami, které působí na téže straně tělesa. Vnitřní síly působící z jedné a druhé
strany jakéhokoliv řezu jsou podle principu akce a reakce rovněž v rovnováze. Aby se
nepohybovala kterákoliv část tělesa sama o sobě, musí platit i pro jakýkoliv (třeba ele-
mentární) díl řezu ω rovnice rovnováhy mezi vnitřními silami. V rovnicích rovnováhy mezi
vnějšími a vnitřními silami jsou výrazy Π1 a Π2 v každém řezu různé, a proto se také řez
od řezu mění hodnoty vnitřních sil. Vnitřní síly závisí proto na hodnotě vnějších sil a
na poloze řezu [2].
2.2.2. Složky vnitřních sil
V obecném bodě může mít vnitřní síla, náležící k určitému řezu, jiný směr i velikost.
Souřadnicový systém je vhodné při určování vnitřních sil volit tak, že jedna osa je totožná
se směrem normály k zvolenému bodu A a druhá bude ve směru tečném podle obrázku 2.3.
Elementární sílu můžeme rozložit do směru normály n a do směru tečny t, platí
d~F =
{
d~Fn, d~Ft
}
. (2.4)
Obrázek 2.3: Rozklad elementární síly do složek.
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Složka d~Fn se nazývá normálová, je rozkladem podle 2.4 jednoznačně určena co do směru
a velikosti. Složka d~Ft je síla tangenciální (smyková), může mít v tečné rovině libovolný
směr daný průsečnicí normály a směru S s rovinou řezu ω. Směr tangenciální síly je teprve
určen úhlem ϑ. Zvolme v tečné rovině souřadnicový systém–obecně pravoúhlý–t1, t2 viz.
obrázek 2.3. Pak můžeme sílu d~Ft rozložit do složek ve směru obou os. Platí
d~Ft =
{
d~Ft1, d~Ft2
}
.
Podle známých pouček je
dFn = dF cosϕ, dFt = dF sinϕ
dF = dFn cosϕ+ dFt cosϕ =
√
dF2n + dF
2
t
a při pravoúhlém systému t1, t2
dFt1 = Ft cosϑ, dFt2 = Ft sinϑ
dFt = dFt1 cosϑ+ dFt2 sinϑ =
√
dF2t1 + dF
2
t2 .
Z toho plyne další vztah, označíme-li θ úhel mezi paprsky S a t1 a ε úhel mezi S a t2 [2].
dF = dFn cosϕ+ dFt1 cos θ + dFt2 sin ε =
√
dF2n + dF
2
t1 + dF
2
t2
nebo také
d~F = d~Fn + d~Ft =~fdS = (σ~en + τ~et) ,
kde dS je elementární plocha působící v okolí bodu A řezu ω, ~f je měrná plošná síla
nazývaná obecné napětí, ~en je jednotkový vektor normály tečné plochy v bodě A a ~et je
jistý jednotkový vektor v tečné rovině. Veličiny σ, τ jsou souřadnice obecného napětí. σ
a τ jsou průmětem ~f do normály, reps. tečné roviny řezu ω v bodě A. Říkáma, že σ je
normálové napětí a τ smykové napětí [1]. Při vhodné volbě souřadnicového systému (jedna
z os je normála řezu a druhá průsečnice tečné roviny řezu s rovinou danou normálou a
paprskem S) je jedna ze smykových sil (ve směru t2) nulová [5].
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Kapitola 3. Prut v pružnosti a pevnosti
3. Prut v pružnosti a pevnosti
Jednoduché případy pružnosti se vztahují na vyšetření vnitřních sil v průřezech ur-
čených polohou na ose přímé nebo křivé, jejíž rozměry převládají nad rozměry příčného
průřezu. Statické účinky vnějších sil záleží zde jen na jediném parametru (poleze prů-
řezu). Takové útvary nazýváme pruty nebo nosníky [2]. Prut v pružnosti a pevnosti je
teoretickým modelem reálného tělesa z hlediska napjatosti a deformace aje modeem nej-
jednoduššího typu [1]. Prut jako teoretické těleso splňuje určité geometrické, deformační
a napjatostní předpoklady označované jako prutové předpoklady.
3.1. Prutové předpoklady
3.1.1. Geometrické předpoklady
1. Prut je určen křivkou γ, tzv. střednicí, a v každém bodě střednice příčným průřezem
ψ, který obsahuje všechny body tělesa, ležící v normálové rovině. Průsečík γ s ψ je
geometrickým těžištěm T průřezu ψ, obrázek 3.1.
2. Střednice γ je spojitá hladká křivka konečné délky.
3. Příčný průřez je spojitá jedno nebo vícenásobně souvilsá oblast, ohraničená obrysem
a charakterizovaná charakteristikami příčného průřezu (viz. odstavec 3.4).
4. Délka střednice je řádově minimálně stejně velká jako největší rozměr příčného prů-
řezu.
Obrázek 3.1: Prutové předpoklady, geometrie prutu. Převzato z [5].
3.1.2. Předpoklady vazbové a zatěžovací
1. Vazby omezují jen posuvy a úhly natočení střednice.
2. Zatížení je soustředěno na střednici, tj. silovým působením na prut jsou osamělé síly,
liniové síly a silové dvojice s působištěm na střednici, obrázek 3.1. Není–li splněno,
nutná staticky ekvivalentní (SE) náhrada reálného zatížení zatížením na střednici,
obrázek 3.2.
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3.1. Prutové předpoklady
Obrázek 3.2: SE, přenesení zatížení na střednici. Převzato z [5].
3.1.3. Předpoklady deformační
1. Střednice prutu zůstává v procesu deformace spojitá a hladká.
2. Příčný průřez zůstává v průběhu deformace zase příčnými průřezy, tj. zachovávají si
rovinnost a kolmost k deformované střednici. Příčné průřezy podle charakteristiky
zatěžování:
a) vzájemně se oddalují - tah, obrázek 3.3
Obrázek 3.3: Tah. Převzato z [5].
b) vzájemně se přibližují - tlak, obrázek 3.4
Obrázek 3.4: Tlak. Převzato z [5].
c) natáčejí kolem osy ležící v ψ a deformují se - ohyb, obrázek 3.5
Obrázek 3.5: Obyh. Převzato z [5].
d) natáčejí kolem osy kolmé k ψ a deformují se - krut, obrázek 3.6
Obrázek 3.6: Krut. Převzato z [5].
e) posouvají se bez deformace - smyk, obrázek 3.7
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Kapitola 3. Prut v pružnosti a pevnosti
Obrázek 3.7: Smyk. Převzato z [5].
3.1.4. Předpoklady napjatostní
Napjatost v bodě prutu je určena normálovým a smykovým napětím v příčném řezu
vedeném tímto bodem. Ostatní složky tenzoru napětí jsou nulové. Je to zvláštní typ
napjatosti, který se nazývá prutová napjatost [5], obrázek 3.8. Tenzor prutové napjatosti
Obrázek 3.8: Znázornění prutové napjatosti. Převzato z [5].
má tvar
Tσ =
 σx τxz 0τyx 0 0
0 0 0
 =
 σ τ 0τ 0 0
0 0 0
 , Tσ =
 σx 0 τxz0 0 0
τzx 0 0
 =
 σ 0 τ0 0 0
τ 0 0
 .
3.2. Prut jako modelové těleso
U tohoto pruto jsou formulovány prutové předpoklady a z nich, jako axiómů teorie prutů,
jsou odvozeny odvozeny a formulovány podmínky použitelnosti, které vymezují, zda lze
prut jako modelové těleso použít pro řešení konkrétního problému na reálnem tělese. Zná-
zornění abstraktního přechodu z reálného tělesa s reálnými vazbami a reálným zatížením
k prutu, jako k modelovému tělesu, obrázek 3.9. Prut je spojité a spojitě deformovatelné
těleso, jehož základním prvkem, uvolňovaným pro řešení problémů prutu, je obecně troj-
násobně elementární prvek. V důsledku prutových předpokladů však můžeme uvolňovat
i jiné prvky, a to prvek konečný (Ω0) uvolněným z prutu jedním příčným řezem ω1 nebo
jednonásobně elementární prvek (Ω1) uvolněný z prutu dvěma limitně blízkými řezy ω1,2,
který je základním prvkem prutu, viz. obrázek 2.1 [1].
3.3. Klasifikace prutu
Tělesa, které lze řešit v pružnosti a pevnosti jako pruty, můžeme rozdělit podle různých
hledisek [1].
1. Hledisko modelovosti
Těleso může být považováno za prut přímo definicí nebo může splnit určité pod-
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Obrázek 3.9: Abstrktní přechod z reálného k modelovému tělesu. Převzato z [1].
mínky použitelnosti vůči reálnému tělesu. Proto můžeme pruty dělit na pruty ide-
ální, které splňují prutové předpoklady nebo na pruty jako výpočtové modely těles.
U výpočtovémo modelu těles jsou definovány podmínyk použitelnosti.
2. Hledisko geometrie prutu
- Pruty mohou být přímé nebo křivé (rovinně, prostorově).
- Střednice prutu může být otevřená, uzavřená, s hladkou střednicí nebo s ko-
nečným počtem bodů nespojitosti v hladkosti střednice.
- Rozdělení podle poměru charakteristického rozměru příčného průřezu k polo-
měru křivosti střednice prutu (slabě nebo silně zakřivené).
- Proměnnost přůřezu podél střednice prutu je konstantní nebo proměnná.
- Typ průřezu příčného prutu (pruty elementární, profily, pruty obecného příč-
ného průřezu).
- Natočení průřezu prutu podél střednice (šroubový, nešroubový).
- Symetrie střednice a příčný průřez může být nesymetrický, symetrický podle
jedné nebo více os, rotačně symetrický.
3. Hledisko vazeb
Jedná se o pruty volné nebo vázané (staticky určitě nebo neurčitě uložené).
4. Hledisko zatížení
Pruty mohou být namáhány jednoduše nebo kombinovaně.
5. Hledisko vazeb mezi stupněm prostorovosti geometrie a prostorovosti deformace
- Pruty rovinné geometricky i deformačně.
- Pruty rovinné geometricky a prostorový deformačně (rošty).
- Pruty prostorové geometricky i deformačně.
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3.4. Geometrie příčného průřezu
Jsou to veličiny, které charakterizují příčný průřez a jsou používány ve vztazích pro vý-
počet napětí a deformace pro jednotlivé způsoby namáhání. Příčný průřez prutu nemusí
být pro určování VVÚ zadán [5].
3.5. Výsledné vnitřní účinky prutů
Výsledné vnitřní účinky (VVÚ) jsou složky silové a momentové výslednice vnitřních sil
v těžišti příčného průřezu, které spolu se soustavou vnějších silových účinku tvoří rovno-
vážnou silovou soustavu působící na prvek prutu. Prut můžeme rozdělit příčným řezem ω
na dva konečné prvky Ω1,Ω2 (obrázek 2.2). Statickou rovnováhu prvků zajišťují vnitřní
síly. Vnitřní síly mají obecně charakter sil spojitě rozložených v průřezu ω (pro vyjád-
ření těchto sil byla zavedena veličina obecné napětí ~f). Protože použitelných podmínek
statické rovnováhy je v prostoru nejvýše sest, nestačí to k určení napětí, které může být
v každém bodě různé jak velikostí tak i směrem. Úloha určení napětí v řezu je mnoho-
násobně staticky neurčitá. Abychom mohli úlohu řešit, nahradíme obecné napětí v řezu
staticky ekvivalentně (SE) výslednicí silovou ~FV a výslednicí momentovou ~MV v těžišti
příčného průřezu, obrázek 3.10 [5].
Obrázek 3.10: SE obecného napětí silovou a momentovou výslednicí. Převzato z [5].
3.5.1. Definice složek VVÚ
Veličiny ~FV a ~MV jsou vektory dané každý třemi složkami, dohromady těchto šest složek
nazýváme VVÚ a určujeme je z rovnic statické rovnováhy (SR) uvolněného prvku Ω1,Ω2
vyjadřujících rovnováhu sil vnějších Π1,Π2 (působící na prvek Ω1 nebo Ω2) a vnitřních
sil ΠV =
{
~FV , ~MV
}
. Výslednici silovou ~FV a momentouvou ~MV můžme rozložit do směru
lokálního souřadného systému dle obrázku 3.11. Pak platí
~FV = ~FV x + ~FV y + ~FV z = N~i+ Ty~j + Tz~k
~MV = ~MV x + ~MV y + ~MV z = Mk~i+Moy~j +Moz~k
a souřadnice tedy jsou VVÚ = {N,Ty,Tz,Mk,Moy,Moz} . Jednotlivé složky VVÚ mají
svá specifická označení a názvy
12
3.5. Výsledné vnitřní účinky prutů
Obrázek 3.11: Rozložení výslednic VVÚ do složek. Převzato z [5].
- ~N . . . normáloví síla
- ~T ,
(
~Ty,z
)
. . . posouvající síla
- ~Mk . . . kroutící moment
- ~Mo,
(
~Moy, ~Moz
)
. . . ohybový moment
3.5.2. Charakter namáhání
Charakter namáhání prutu lze vyjadřovat jako množinu typů namáhání, které se u prutů
vyskytují. Pro jednoduché namáhání má množina tvar
tah VVÚ = {N+, 0, 0, 0}
tlak VVÚ = {N−, 0, 0, 0}
smyk VVÚ = {0,T, 0, 0}
krut VVÚ = {0, 0,Mk, 0}
ohyb VVÚ = {0, 0, 0,Mo} ,
pro kombinované namáhání je množina VVÚ vyjádřena jako kombinace jednotlivých
prvků, např.
krut, ohyb VVÚ = {0, 0,Mk,Mo} .
Veličiny N, Ty, Tz,Mk,Moy,Moz považujeme za kladné, když mají smysl kladných (zápor-
ných) os lokálního souřadnicového systému [5].
3.5.3. Přístupy k řešení průběhů VVÚ
Pro určování průběhů VVÚ můžeme použít dva přistupy. Prvním je přístup integrální,
který je založen na sestavení rovnic statické rovnováhy konečného prvku prutu. Druhý
přístup je diferenciální, kdy rovnice statické rovnováhy sestavujeme z elementárního prvku
prutu.
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4. Programové řešení
Program byl vytvořen na základě algoritmu převzatého z [4], který byl upraven pro po-
třeby programovacího jazyka C++ a byly přidány doplňující funkce pomocí Qt Designer,
který je součástí vývojového programu Qt Toolkit firmy Trolltech [6]. Program dokáže
řešit jen úlohy typu prut. Omezení programu jsou uvedeny v následujících podkapitolách.
Zásady práce s programem jsou uvedeny v samotném programu. Zdrojový kód programu
je uveden v příloze.
4.1. Charakter úlohy
Program dokáže řešit tělesa typu prut. Prut je ideální, vázaný staticky určitě, s přímou
střednicí, nešroubový, prizmatický, namáháný prostě i kombinovaně, rovinný geometricky,
uložen nepohyblivě. Úloha je zadána úplně. Příčný průřez není zadán. Jedná se o rovinnou
úlohu, kde neznámými parametry jsou stykové výslednice ve vazbách.
4.2. Typy vazeb, uložení a zatížení
4.2.1. Volba souřadného systému
Program pracuje v pravotočivém souřadném systému, viz. obrázek 4.1.
Obrázek 4.1: Pravotočivý souřadný systém.
4.2.2. Typy vazeb
Jedná se o vazby, které omezují jen posuvy, označované jako podpora, nebo i úhly natočení
(střednice nebo řezu) označované jako vetknutí. Podpory se mohou dále dělit na podporu
pevnou, která zamezuje posuv ve dvou směrech, obrázek 4.2 a neznámými parametry
jsou reakce ~FAx, ~FAz. Dále podpora posuvná, zabraňuje posuvu jen ve směru normály
stykové plochy, obrázek 4.3 a neznámým parametrek je reakce ~FA. Vetknutí zabraňuje
posuvu ve dvou směrech, zároveň natočení kolem osy kolmé na rovinu tělesa, obrázek 4.4
a neznámými parametry jsou reakce ~FAx, ~FAz, ~MA.
Při řešení účinků ve vazbách prut uvolníme tak, že odstraníme vazby a nahradíme je
stykovými silami a silovými dvojicemi [5].
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Obrázek 4.2: Schéma pevné podpory a její uvolnění. Převzato z [5].
Obrázek 4.3: Schéma posuvné podpory a její uvolnění. Převzato z [5].
Obrázek 4.4: Schéma vetknutí a jejího uvolnění. Převzato z [5].
4.2.3. Typy uložení prutu
Ve všech níže uvedených případech se jedná o uložení staticky určíté. Neznámé nezávislé
parametry stykových výslednic můžeme určit z podmínek statické rovnováhy.
a) Prut vázaný na dvou posuvných podporách.
Zatížení je možné jen silou kolmou na střenici prutu a momentem. Pohyb tělesa je
sice možný, ale při daném zatížení nenastane. Je nutné úplné uvolnění prutu.
Obrázek 4.5: Uložení prutu na dvou posuvných podporách. Převzato z [5].
b) Prut vázaný na posuvné a pevné podpoře.
Ztížení je možné silou i momentem. Prut je uložen nepohyblivě z hlediska pohybu
jako celku. Je nutné úplné uvolnění prutu.
Obrázek 4.6: Uložení prutu na pevné a posuvné podpoře. Převzato z [5].
c) Tuhé vetknutí.
Algoritmus dovoluje zatížení jen silou nebo momentem. Prut s volným koncem není
pro určení VVÚ nezbytně nutně uvolnit úplně.
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Obrázek 4.7: Uložení prutu jako vetknutí. Převzato z [5].
4.2.4. Druh zatížení
Prut můžeme zatížit osamělou silou ~F nebo momentem ~M . Jelikož program umí řešit jen
rovinné úlohy, lze sílu ~F rožložit do složek ~Fx, ~Fz. Orientaci síly lze řešit pomocí znaménka
(+,-) nebo pomocí zadaného úhlu, viz. obrázek 4.8. Zadávání znamínka pro moment je
ukázáno na obrázku 4.9.
Obrázek 4.8: Znaménková konvence při zadávání síly.
Obrázek 4.9: Znaménková konvence při zadávání momentu.
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5. Porovnání analytického výpočtu
s programovým řešením
5.1. Prut na dvou podporách
Pro porovnání korektnosti programového řešení byl zvolen jednoduchý přiklad prutu ulo-
ženého na dvou podporách dle obrázku 5.1, zatížený osamělou silou a momentem. Úkolem
je určit výsledné vnitřní účinky, je-li F1 = 200N,F2 = 100N, µ = 30Nm, a1 = 0, 1m, a2 =
0, 4m, l = 0, 6m.
Obrázek 5.1: Zadání kontrolní úlohy.
5.1.1. Analytický výpočet
a) Klasifikace prutu
Prut je přímý, silově zatížený, vázaný, k určení VVÚ je nutné uvolnít prut jako celek.
b) Uvolnění prutu a určení výsledných stykových sil
Prut úplně uvolníme – nahradíme všechny stykové vazby stykovými výslednicemi,
které určíme z podmínek statické rovnováhy a řešíme jako prut volný. Uvolnění
prutu je ukázáno na obrázku 5.2.
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Obrázek 5.2: Uvolnění prutu.∑
Fx : FAx − F2 = 0,∑
Fz : FAz + F1 + FBz = 0, (5.1)∑
MoyA : −F1 · a1 − µ− FBz · l = 0. (5.2)
FAx = F2 = 100N.
Z rovnice 5.2 si vyjádříme neznámou FBz a dosadíme do rovnice 5.1, ze které vy-
počteme neznámou FAz. Tedy
FBz = −
(
F · a1 + µ
l
)
= −
(
200 · 0, 1 + 30
0, 6
)
= −83, 3N,
FAz = −F1 − FBz = −200− (−83, 3) = −116, 7N.
Funkce zatížení je po délce střednice nespojitá, proto rozdělíme prut na intervaly,
ve kterých je VVÚ možné popsat spojitou funkcí.
c) Rozdělení prutu na intervaly, uvolnění prvků, výpočet
Prut je rozdělen na intervaly, obrázek 5.3. VVÚ se vyjádří z podmínek statické
rovnováhy uvolněného prvku, viz. obrázeky 5.4, 5.5, 5.6.
Obrázek 5.3: Rozdělení prutu na intervaly.
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5.1. Prut na dvou podporách
Prvek Ω1:
Obrázek 5.4: Z prutu uvolněný prvek Ω1.∑
Fx : FAx +N1 = 0; N1 = −FAx∑
Fz : FAz + T1 = 0; T1 = −FAz∑
Moy : FAz · x1 +Mo1 = 0; Mo1 = −FAz · x1
x1 ∈ 〈0, a1−)
x1 = 0 : N = −100; Tz = 116, 7N; Moy = 0
x1 = a1− : N = −100; Tz = 116, 7N; Moy = 11, 7Nm
Prvek Ω2:
Obrázek 5.5: Z prutu uvolněný prvek Ω2.
∑
Fx : FAx − F2 +N2 = 0; N2 = −FAx + F2∑
Fz : FAz + F1 + T2 = 0; T2 = −FAz − F1∑
Moy : FAz · x2 + F1 · (x2 − a1) +Mo2 = 0; Mo2 = −FAz · x2 − F1 · (x2 − a1)
x2 ∈ (a1+, a2−)
x2 = a1+ : N = 0; Tz = −83, 3N; Moy = 11, 7Nm
x2 = a2− : N = 0; Tz = −83, 3N; Moy = −21, 7Nm
Prvek Ω3: ∑
Fx : FAx − F2 +N3 = 0; N3 = −FAx + F2∑
Fz : FAz + F1 + T3 = 0; T3 = −FAz − F1∑
Moy : FAz ·x3 +F1 ·(x3 − a1)−µ+Mo3 = 0; Mo3 = −FAz ·x3−F1 ·(x3 − a1)+µ
x3 ∈ (a2+, l)
x3 = a2+ : N = 0; Tz = −83, 3N; Moy = 8, 4Nm
x3 = l : N = 0; Tz = −83, 3N; Moy = 0
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Obrázek 5.6: Z prutu uvolněný prvek Ω3.
d) Grafické znázornění průběhů
Obrázek 5.7: Grafické znázornění průběhu VVÚ.
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5.1. Prut na dvou podporách
5.1.2. Výpočet pomocí programu
Obrázek 5.8: Zadnání síly F1v prostředí programu.
Obrázek 5.9: Zadnání síly F2v prostředí programu.
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Obrázek 5.10: Zadaní momentu µ v prostředí programu.
Obrázek 5.11: Vypočtené hodnoty v programu.
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5.2. Prut vetknutý
Obrázek 5.12: Vykreslení průběhu VVÚ v programu. Vykreslení VVÚ není v měřítku.
Zobrazení shora dolů: N,Tz,Moy.
5.1.3. Porovnání výsledků
N Tz Moy
minimální hodnota při analytickém výpočtu -100 -83,3 -21,7
minimální hodnota v programovém výpočtu -100 -83,3 -21,7
maximální hodnota při analytickém výpočtu 0 117 11,7
maximální hodnota v programovém výpočtu 0 116,7 11,7
5.2. Prut vetknutý
Pro porovnání korektnosti programového řešení byl zvolen jednoduchý přiklad prutu ulo-
ženého na dvou podporách dle obrázku 5.13, zatížený osamělou silou a momentem. Úkolem
je určit výsledné vnitřní účinky, je-li F1 = 2N,F2 = 2N, a1 = 4m, a2 = 4m, l = 10m.
Obrázek 5.13: Zadání kontrolní úlohy.
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5.2.1. Analytický výpočet
a) Klasifikace prutu
Prut je přímý, silově zatížený, vázaný s volným koncem, k určení VVÚ není nutné
uvolnít prut jako celek.
b) Rozdělení prutu na intervaly, výpočet
Prut je rozdělen na intervaly dle obrázku 5.14. VVÚ se vyjádří z podmínek statické
rovnováhy uvolněného prvku.
Obrázek 5.14: Rozdělení prutu na intervaly.
Prvek Ω1:
Obrázek 5.15: Z prutu uvolněný prvek Ω1∑
Fx : −N1 = 0; N1 = 0∑
Fz : F2 + T1 = 0; T1 = −F2∑
Moy : −F2 · x1 −Mo1 = 0; Mo1 = −F2 · x1
x1 ∈ 〈0, a1−)
x1 = 0 : N = 0; Tz = −2N; Moy = 0
x1 = a1− : N = 0; Tz = −2N; Moy = −12Nm
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Prvek Ω2:
Obrázek 5.16: Z prutu uvolněný prvek Ω2.∑
Fx : −N2 = 0; N2 = 0∑
Fz : F2 + F1 + T2 = 0; T2 = −F2 − F1∑
Moy : −F2 · x2 − F1 · (x2 − a1)−Mo1 = 0; Mo1 = −F2 · x2 − F1 · (x2 − a1)
x2 ∈ 〈a1+, l)
x2 = a1+ : N = 0; Tz = −4N; Moy = −12Nm
x2 = l : N = 0; Tz = −4N; Moy = −28Nm
c) Grafické znázornění průběhu
Obrázek 5.17: Grafické znázornění průběhu VVÚ.
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5.2.2. Výpočet pomocí programu
Obrázek 5.18: Vypočtené hodnoty v programu.
Obrázek 5.19: Vykreslení průběhu VVÚ v programu. Vykreslení hodnot shora dolu Tz,Moy
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5.2.3. Porovnání výsledků
N Tz Moy
minimální hodnota při analytickém výpočtu 0 -6 -28
minimální hodnota v programovém výpočtu 0 0 0
maximální hodnota při analytickém výpočtu 0 0 0
maximální hodnota v programovém výpočtu 0 6 28
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6. Závěr
Tato bakalářská práce se zabývá problematikou výsledných vnitřních účinků (VVÚ)
a existujícího algoritmu pro výpočet VVÚ. Základním cílem práce bylo přiblížení proble-
matiky určování VVÚ a snaha o rozšíření stávajícího algoritmu.
První část práce se zabývá úvodem do teorie vnitřních sil, prutů a VVÚ. Druhá část
ukazuje výpočetní možnosti algoritmu a ukázkově řešený příklad.
Při porovnání výsledků analytického výpočtu nosníku na dvou podporách s progra-
movým výstupem byly zjištěny odchylky od analytického výsledku. Odchylka je dána
zaokrouhlovací chybou programu, kterou se však nepodařilo odstranit. Průběhy grafic-
kých výsledků se shodojí. V případě vetknutého nosníku už výsledky nejsou tak uspoko-
jivé. Možnosti zádání se omezují jen na osamělé síly nebo osamělé momenty. V případě
osamělých sil se výsledky liší ve znaménku, což si můžeme vysvětlit nevhodnou volbou
souřadného systému. Při zadání momentu algoritmus špatně vypočítává hodnoty ohybo-
vého momentu a průběh VVÚ pro ohybový moment je tedy nesprávný.
I přes chyby, které program (algoritmus) obsahuje, lze program s obezřetností využívat.
Samotný algoritmus může být pro potřeby uživatelů dále rozšiřován a vylepšován. Je
nutné připomenout, že se vzrůstající složitostí algoritmu roste náročnost na programovací
schopnosti a přehled v samotném kódu algoritmu.
Není jednoduché navrhnout univerzální algoritmus, pro výpočet různých typů prutu a
jejich uložení. Přechod z analytického výpočtu k algoritmizaci následné naprogramování
vyžadují koplexní znalosti z oborů mechaniky a počítačového programování.
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Seznam příloh
Příloha na vloženém CD
1. Složka [Program]
Složka [Program] obsahuje spustitelný soubor projekt.exe a dynamické knihovny
pro samostatný chod programu. Dále podsložky [imgs] s přídavnými soubory a
[zdrojove soubory] se zdrojovými soubory pro samostatnou úpravu algoritmu a
vlastní kompilaci programu.
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